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1. Neka je p realan broj takav da korijeni polinoma 234 2px? —pz+10 ¢ine aritmeticku progresiju.

Naéi te korijene.

Rjesenje: Oznacimo korijene datog polinoma sa a, bic. Kako oni ¢ine aritmeticku progresiju,

ia } — at
to je b = %5¢

. Dalje, zadati polinom mozemo zapisati u obliku

23+ 2pa® — pr+10 = (z — a) <x_a+c> (x —c),

pa mnozec¢i ¢lanove na desnoj strani jednakosti dobijamo:

2® +2p2”® — pr +10 = 2° — g(a+0)$2 + ((aZc)Q +ac) T — (a+c)%,
Odavde je:
(a) 5(a+c) = —2p,
(b) 2+ ac = —p,
(c) (a+ )% = —10.
1z jednakosti (a) i (c) dobijamo % = % iat+c= —%p. Uvrstavajuéi dobijene vrijednosti u

jednakost (b) dobijamo polinom 16p3 + 18p? + 270 = 0, odnosno polinom 8p3 + 9p? + 135 = 0.

Provjerom djelilaca slobodnog ¢lana dobijamo da je p = —3 korijen ovog polinoma, pa je
8p® + 9p* + 135 = (p + 3)(8p* — 15p + 45).

Diskriminanta polinoma 8p? — 15p + 45 je 225 — 1440 = —1215 < 0, pa on nema realnih

korijena. Zakljuéujemo da je p = —3 jedini realni korijen polinoma 8p® + 9p? + 135 = 0.

Dakle, posto je p = —3, iz (a) i (c) slijedi da je a = —1, ¢ = 5, pa je b = 2. Dakle, trazeni
korijeni su —1, 2, 5. O



2. Neka su x,y, z > 0 realni brojevi tako da vaze sljedeéi uslovi:
By4+3<dz, y324+3<dx, Br+3<4y.

Dokazati da jetada x =y =2 = 1.

Rjesenje: Date nejednakosti su ekvivalentne sa 23y < 4z — 3, y?z < 4z —3 i 23z < 4y — 3,

pa mnozedi izraze sa iste strane dobijamo
oyt < (4x - 3)(4y — 3) (42 — 3). (1)
Primjenom nejednakosti izmedu artimeticke i geometrijske sredine dobijamo
et +3=(2"+1)+2>222 +2=2(2*+1) > 4z,
tj. ot > 4x — 3, gdje jednakost vazi samo za x = 1. Slijedi
atytat > (4r — 3)(4y — 3)(42 — 3). (2)

Iz (1) i (2) i prethodnog zakljucka dobijamo da je x =y =z = 1. O

3. Desetocifreni broj ¢emo nazvati magicnim ako su mu sve cifre razlicite i djeljiv je sa 99999.

Koliko ima magi¢nih desetocifrenih brojeva?

RjeSenje: Neka je abedefghij desetocifreni magiéni broj. Tada je

abede fghij = 10° - abede + fghij = 99999 - abede + abede + fghiy.

Slijedi da je zbir abede + fghij djeljiv sa 99999, pa kako je abede < 99999 i fghij < 99999,
to mora vaziti
abede + fghij = 99999.

Slijedia+ f=b+g=c+h=d+1i=e+j=09 (zbirovi se sastoje samo od devetki, nema
prenosa). Dakle, treba naéi koliko ima petocifrenih brojeva abcde, Gije su sve cifre razlicite,
a # 0, tako da ne postoje dvije cifre ¢iji je zbir jednak 9. Cifru a mozemo izabrati na 9
nacina; za veé izabranu cifru a, cifru b mozemo izabrati na 8 nac¢ina, za izabrane cifre a i b,
cifru ¢ mozemo izabrati na 6 nac¢ina; za izabrane cifre a, b i ¢, za cifru d imamo 4 moguénosti, i
najzad za izabrane a, b, ¢, d imamo dvije moguénosti za cifru e. Dakle, magi¢nih desetocifrenih

brojeva ima 9-8-6 -4 -2 = 3456. D



4. Neka je F' tacka presjeka visine C'D i simetrale unutrasnjeg ugla kod tjemena A pravouglog
trougla ABC, ZACB = 90°. Neka je E tacka presjeka prave AF i katete BC i G tacka
presjeka duzi ED i BF. Dokazati da je povrsina cetvorougla CEFG jednaka povrsini trougla
BDG.

Rjesenje:

Prvo zapazamo da je AABC slican sa AACD, pa je AC : AB = AD : AC. Kako je
CE:EB=AC:ABiDF : FC = AD : AC slijedi da je

CE-FC = BE - DF. (1)

Dalje vazi
Prpec = Praec + Paper + Papae + PAGEB- (2)

S druge strane je
1
PADBC = §BC -CD -sin ZBCD.

Koristeéi (1) dobijamo da je
BC-CD = (BE + EC)-(CF + FD) = BE -CF + BE-FD + EC-CF + EC - FD =
—BE-CF+CE-FC + EC-FC + EC-FD = (BE + EC)-CF + EC - (CF + FD) =
=BC-CF+EC-CD

Zato je
1
Papec = 5(30 -CF+ EC- CD) sin ZBCD = Pagcr + PrcED- (3)



Dalje je
Papor = Perce + PaBec, Pacep = Perce + Parcp-
Iz (2) i (3) slijedi da je
Perce = PrgBD-



